Studi sull&#8217;accuratezza numerica di  un solutore meshfree  per l&#8217;approssimazione di campi by Ala, G. et al.
Studi sull’accuratezza numerica di  un solutore meshfree  per l’approssimazione di campi 
Guido Ala1, Elisa Francomano2, Marta Paliaga2 
DEIM1, DICGIM2 
Università degli Studi di Palermo  
Palermo (Italia) 
 
L’attività di ricerca è stata finalizzata allo studio di metodologie numeriche avanzate senza reticolazioni per 
l’approssimazione di funzioni e sue derivate. In particolare si sono condotti studi sull’accuratezza e convergenza  del  
metodo Smoothed Particle Hydrodynamics riferendosi a campionamenti regolari e non. Il metodo introdotto da Lucy e 
Monaghan [1,2] utilizza : 
𝑓(𝒙) = ∫ 𝑓(𝒙′)𝛿(𝒙′ − 𝒙; ℎ)𝑑Ώ
Ώ
 
e procede approssimando l’ integrale sostituendo alla delta di Dirac una funzione kernel:   
𝑓(ℎ)(𝒙) = ∫ 𝑓(𝒙′)𝐾(𝒙′ − 𝒙; ℎ)𝑑Ώ
Ώ
 
La discretizzazione spaziale si ottiene utilizzando le informazioni note appartenenti al supporto della funzione kernel 
centrata nel punto di valutazione: 
𝑓(ℎ)(𝒙) ≅∑𝑓(𝒙𝒋 − 𝒙; ℎ)𝐾(𝒙
′ − 𝒙; ℎ)𝛥𝛺𝑗
𝑁
𝑗=1
 
Se la funzione kernel soddisfa opportune condizioni, i.e. il kernel è partizione dell’unità, simmetrico, a supporto 
compatto, l’approssimazione integrale è accurata del secondo ordine in punti interni al dominio di integrazione e meno 
accurata ai bordi, o in presenza di dati molto irregolari. L’accuratezza del può essere aumentata imponendo le 
condizioni di riproducibilità polinomiale,  o consistenza.  
Tali condizioni anche se soddisfatte nel continuo non è detto che lo siano nel discreto: può accadere ad esempio  che la 
stessa condizione  ∫ 𝐾(𝒙′ − 𝒙; ℎ)𝑑ΏΏ =1  non sia verificata procedendo alla discretizzazione spaziale.Per ovviare alla 
perdita di accuratezza nell’approssimazione, si possono adottare  opportune metodologie correttive. 
Nel lavoro recentemente condotto si è proceduto con la messa a punto di una metodologia che permette di imporre la 
consistenza di ordine k nel discreto senza operare trasformazioni sulla funzione kernel e consentendo di ottenere 
simultaneamente correzioni sulla funzione e derivate di ordine k. A partire dallo sviluppo in serie di Taylor di una 
funzione, proiettando con la funzione kernel e le sue derivate ed integrando si perviene alla valutazione della funzione e 
delle sue derivate risolvendo un sistema lineare. Precisamente: 
∫ 𝑓(𝑥′)𝐷𝑟𝐾(𝑥′ − 𝑥; ℎ)𝑑Ώ = ∫ ∑𝐷𝛼𝑓(𝑥)
(𝑥′ − 𝑥)
𝛼!
𝛼
𝐷𝑟
𝛼≥0
𝐾(𝑥′ − 𝑥; ℎ)𝑑Ώ              𝑟 ≥
Ώ
Ώ
0 
∑𝑓(𝑥𝑗)𝐷
𝑟𝐾(𝑥𝑗 − 𝑥; ℎ)𝛥𝛺𝑗    = ∑
(𝑥𝑗 − 𝑥)
𝛼
𝛼!
 𝐷𝑟𝐾(𝑥𝑗 − 𝑥; ℎ)𝛥𝛺𝑗                      𝑟 ≥ 0
𝑁
𝑗=1
𝑁
𝑗=1
 
 
Arrestando lo sviluppo all’ordine  k  si ottiene il sistema Ab=f i cui elementi sono di seguito riportati:   
(𝐴)𝑟𝛼 =  ∑
(𝑥𝑗 − 𝑥)
𝛼
𝛼!
 𝐷𝑟𝐾(𝑥𝑗 − 𝑥; ℎ)𝛥𝛺𝑗                      𝑟 = 0,1, … , 𝑘
  𝑁
𝑗=1
 
e del termine noto e incognito: 
(𝑏)𝑟 =   ∑𝑓(𝑥𝑗)𝐷
𝑟𝐾(𝑥𝑗 − 𝑥; ℎ)𝛥𝛺𝑗          (𝑓)𝛼 = 𝐷
𝛼𝑓(𝑥)                         𝑟, 𝛼 = 0,1, …𝑘  
   𝑁
𝑗=1
 
e la colonna  𝛼 − th  può essere scritta come segue: 
(
𝐾(𝑥1 − 𝑥; ℎ) 𝐾(𝑥1 − 𝑥; ℎ) ⋯ 𝐾(𝑥𝑁 − 𝑥; ℎ)
𝐷𝐾(𝑥1 − 𝑥; ℎ) 𝐷𝐾(𝑥2 − 𝑥; ℎ) ⋯ 𝐷𝐾(𝑥𝑁 − 𝑥; ℎ)
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝐷𝑘𝐾(𝑥1 − 𝑥; ℎ) 𝐷
𝑘𝐾(𝑥2 − 𝑥; ℎ) ⋯ 𝐷
𝑘𝐾(𝑥𝑁 − 𝑥; ℎ)
)
(
 
𝛥𝛺1
𝛥𝛺2
⋱
𝛥𝛺𝑁)
 
(
 
 
 
 
(𝑥1 − 𝑥)
𝛼
𝛼!
(𝑥2 − 𝑥)
𝛼
𝛼!
⋮
(𝑥𝑁 − 𝑥)
𝛼
𝛼! )
 
 
 
 
 
Simulazioni numeriche su alcuni casi test hanno mostrato la validità dell’approccio fornendo indicazioni significative 
riguardo la convergenza riferita sia a distribuzioni regolare che irregolari delle informazioni, operando con funzioni 
kernel con ampiezza di supporto fisso o variabile in funzione della distribuzione spaziale in uso. 
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